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复合地基相互作用系数解法及参数分析 
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摘  要：采用积分方程法推导出求解桩-桩、桩-土、土-土之间的相互作用系数所需要的第 2 类 Fredholm 积分方程，利用叠

加原理对复合地基进行计算分析。通过与试验结果的比较，验证了计算方法的正确性，并对复合地基的沉降、各桩以及土之

间的荷载分担情况进行了参数分析。该方法能够用来分析大规模复合地基，具有一定的工程应用前景。 
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An interaction factor approach and parametric analysis of composite foundation 
 

CAO Ming1, 2,  CHEN Long-zhu1,  CHEN Sheng-li1 
(1. Institute of Engineering Safety and Disaster Prevention, Shanghai Jiaotong University, Shanghai 200240, China; 

2. Shanghai Television University, Shanghai 200433, China) 
 

Abstract: By the method of integral equation, the second kind Fredholm’s integral equation is deduced to solve the interaction factors 
of pile-pile, pile-soil and soil-soil. Using the principle of superposition, the composite foundation is calculated. The validity of the 
present method has been verified through comparing with the experimental result. A parametric analysis is made to study the 
composite foundation settlement and the loads sharing by the individual pile and subsoil. The proposed method could be used to 
analyze the large composite foundation. 
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1  引  言 

目前，复合地基理论受到广大从事岩土工程科

学研究、教学和工程人员的重视，已经取得了大量

的研究成果。其中，有许多国内学者用有限元法研

究了复合地基[13]，有限元方法虽能全面考虑各种因

素，但其建模复杂、计算时间长、同时参数多而不

容易选择。在复合地基现场试验研究方面，国内学

者对复合地基的工程性状也进行了大量的研究[46]，

现场试验研究结果可靠，但成本高、周期长。 
最近，梁发云等[7]采用 Muki 和 Sternberg[8]提出

的虚拟桩法对复合地基整体建立方程组，并进行了

求解分析。文献[7]对复合地基整体建立方程组进行

了求解，计算效率较低。本文计算方法同样基于虚

拟桩解法，但本文不对复合地基整体建立方程组，

而是通过计算桩-桩、桩-土以及土-土之间的相互作

用系数，利用叠加原理对复合地基进行局部分析。

这样，本文计算方法的计算工作量就大大减少了，

在高承台的群桩计算中，本文计算方法所用时间约

等于文献[7]方法所用时间的 20 %。通过与李春灵[9]

的试验结果进行对比研究，验证了本文计算方法的

正确性，且计算量相对要小，可以方便地用来分析

大型复合地基。 

2  相互作用系数的求解 

2.1  桩-土之间相互作用系数的求解 
如图 1 所示，在弹性半空间内建立三维坐标系

{0    }x y z， ， ， ，对于刚性承台下带垫层复合地基，将

刚性承台所在平面处垫层离散成m 个矩形单元，相

应地将地基土也离散成与矩形垫层单元几何形状和
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几何尺寸都相同的m 个矩形土单元。如图 1（b）所

示，设第 j 个矩形土单元受到与之相对应的第 j 个
矩形垫层单元对基底土压力的合力为 0iQ ，其作用

在矩形土单元的几何中心上，矩形土单元和矩形垫

层单元的面积都为 iA 。设第 i 根桩受到与之相对应

的第 i 个矩形垫层单元对桩顶压力的合力 0iP ，其作

用在桩顶的几何中心上，矩形垫层单元的面积是

iA 。根据力的相互作用原理以及力的平衡原理，则

第 i 个矩形垫层单元顶面和底面分别受到刚性承台

和桩顶的压力，并且压力的合力大小都为 0iP 。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a）垫层模型 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（b）单元划分平面布置图 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（c）垫层与桩、土相互作用模型 

图 1  复合地基的计算模型 
Fig.1  Calculation model of composite foundation 

 

设地基土的弹性模量和泊松比分别为 sE 和 s ，

第 j 个矩形土单元的几何中心与第 i 根桩的中心之

间的距离为 ijS ，第 j 个矩形土单元的几何中心与第

k 个矩形土单元的几何中心之间的距离为 jkS 。刚性

承台下垫层厚度为 ch ，垫层的弹性模量和泊松比分

别为 cE 和 c 。 
梁发云等[10]按照 Muki 和 Sternberg[8]的方法，

将真实桩分解为虚拟土和虚拟桩，由虚拟桩与其邻

近半空间土之间的竖向应变协调条件建立积分方

程，对两根桩之间的相互作用系数进行求解。同  
理，本文以半空间土体中 n 根相同的桩中任意一根

直径为 d、横截面积为 pA 、弹性模量为 pE 和长度  
为 L 的第 i 根桩以及第 j 个土单元为研究对象，建

立如式（1）的求解复合地基问题所需要的桩-土之

间相互作用的第二类 Fredholm 积分方程，推导过  
程从略。 
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(0  )z L z ≤ ≤ ，             （1） 

式中： ps
* ( )iP z 为桩-土之间相互作用中第 i 根虚拟桩

的轴力； (  ) (  )i j
z z  ， ， 表示第 j 根桩所在位置弹性半

空间土截面  处作用合力为单位力的均布荷载时

对第 i 根桩所在位置的弹性半空间土截面 z 的圆

心所产生的竖向应变，其值可由 Mindlin[11]基本解

进行积分得到。第 i 根桩桩身各点的位移 ps ( )iw z 可

以表示为 
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式中： (  ) (  )i iw z  ， ， 表示作用于第 i 根桩  截面上合

力为单位力的均布荷载引起第 i 根桩 z 截面上中

心点处的竖向位移。与式（2）类似，可以推导出地

基土单元的表面位移 sp (0)jw 为 
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如果不考虑其他桩对第 i 根桩的影响，式（1）
也可以退化到求解半空间土体中竖向单位荷载 0iP
作用下一根桩的问题，即 
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(0  )z L z ≤ ≤ ，            （4） 

式中： p
* ( )iP z 为半空间体中竖向受荷单桩中虚拟桩

的轴力。 
式（3）也可退化到求解半空间体中竖向单位荷

载作用下单桩的位移 p ( )iw z 表达式，即 
(  )
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对于两根等同的、载荷相等的桩所组成的群 
桩，桩的沉降除了本身荷载作用下引起的外，还有

相邻桩引起的附加沉降，已由 Poulos[12]对两根桩之

间的相互作用系数 pp
ij 进行了定义。同理，桩与基

底土之间的相互作用，也可以用桩-土之间的相互作

用系数 sp
ji 和 ps

ij 来表示。所以，由式（2）及式（5），
图 1 中半空间土体中第 j 个土单元对第 i 根桩的相

互作用系数 ps
ij 定义为 
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同理，第 i 根桩对第 j 个土单元的相互作用系

数 sp
ji 定义为 

sp s
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式中： s (0)jw 表示半空间土体中第 j 个土单元在受到

合力为单位力的竖向荷载作用时的位移，可以由半

空间土体在边界上受法向分布力的解答[13]得到，即 
2

s s

s

4(1 )
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πj
k

w
E d
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

         （8） 

式中： 4 / πk kd A  ，为第 k 个土单元的等效直径；

kA 为第 k 个土单元的面积。桩-土之间的相互作用

系数 ps
ij 和 sp

ji 不仅与桩中心和土单元几何中心之

间的距离有关，还与土单元的几何形状和大小有关。 
2.2  土单元与土单元之间相互作用系数的求解 

按上文相同方法，可以定义垫层下土单元之间的

相互作用系数。对于图 1 所示垫层下第 j 个土单元与

第 k 个土单元，设两个土单元都作用合力为单位力的

竖向荷载，两个土单元之间的相互作用系数 ss
jk 为 
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（9） 

由于土单元之间的相互作用系数 ss
jk 不仅与两

个土单元几何中心之间的距离有关，还与土单元的

几何形状和大小有关，所以一般有 ss ss
jk kj  。根据

半空间土体在边界上受法向分布力的解答 [13]，
ss s(0) (0)j jw w 分下面两种情况进行求解，如果

2k kjd S≤ ，则有： 
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（10） 
式（10）右边部分是所谓的椭圆积分，它们的

数值可以用数值积分的方法求解。当 2k kjd S  ，即 
j 点位于等效圆的边界上时，上式简化为 

2
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如果 2k kjd S  ，即 j 点位于等效圆的边界之内

时，则有： 
22 π

ss s 2s 2
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3  一般群桩的弹性理论解法 

上述桩-桩、桩-土和土-土之间的相互作用系数

可以应用到群桩分析中。群桩中任意一根桩的沉降

包含三部分：桩本身荷载作用下引起的沉降、群桩

中其他每根桩依次引起位移增量的总和以及所有土

单元依次引起位移增量的总和，即不仅桩-桩之间的

相互作用系数是可以叠加的，而且桩-土之间、土-
土之间的相互作用系数也是可以叠加的。因此，对

于由 n 根桩组成的一般复合地基，其中任意第 i 根
桩桩顶的沉降量 p (0)iw 按照弹性理论的叠加原理

有： 

p pp ps
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同理，可以推导出垫层下任意第 i 个土单元几

何中心的沉降量 s (0)iw 为 

s ss sp
s 0 0 0

1 1
(0) (0)

m n

i i j ij j ij i
j j
j i

w w Q P Q 
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图 1 中任意一个垫层单元的沉降包含两部分：

垫层单元在荷载作用下本身压缩引起的沉降、垫层

单元下边对应的桩顶沉降 p (0)iw 或地基土单元的沉

降 s (0)iw 。因此，对于刚性承台下第 i 根桩桩顶垫层

单元顶面的沉降量 cp (0)iw 按弹性理论的叠加原理

可得出下式： 

cp p cp(0) (0)    ( 1  2   )i i iw w w i n   ， ， ， ， （15） 

式中： cpiw 为第 i 根桩桩顶垫层单元的压缩量，根据

对垫层计算模型的 Winkler 假定[14]，可得出桩顶垫

层单元的压缩量为 

c 0
cp

cp

  ( 1  2   )i
i

i

h Pw i n
E A

   ， ， ， ，  （16） 

式中：桩顶垫层弹性模量 cpE 取为垫层弹性模量

cE [15]，而桩间土顶面垫层弹性模量 csE 与桩顶垫层

弹性模量的理论计算公式如下[16]： 

c
cs cp

c c

1
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E E
 



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     （17） 

同理，可以推导出与第 j 个地基土单元相对应

的垫层单元的顶面位移 cs (0)jw 为 

cs s cs(0) (0)   ( 1  2   )j j jw w w j m   ， ， ， ， （18） 

式中： csjw 为与第 j 个地基土单元相对应的垫层单

元的压缩量，且有： 
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E A
   ， ， ， ，  （19） 

由平衡条件，承台上作用的总荷载 0P 等于各桩

桩顶分担荷载 0 jP 以及垫层下各地基土单元分担荷

载 0 jQ 之和： 

0 0 0
1 1

n m

i j
i j

P P Q
 

           （20） 

由式（15）、式（18）和式（20）构成的方程组

有 1m n  个方程，其中桩-桩之间的相互作用系数
pp
ij 、桩-土之间的相互作用系数 ps

ij 与 sp
ji 、土-土

之间的相互作用系数 ss
ij 、单桩本身在单位竖向荷

载作用下的桩顶竖向位移 p
0 (0)w 和地基土单元在单

位竖向荷载作用下的位移 s (0)iw 都是已知数，方程

组中有 2 2n m 个未知数。对于刚性承台，承台下

所有垫层单元的竖向位移都相等，所以有： 

c cp cs(0) (0)  ( 1  2    1  2   )i jw w w i n j m    ， ， ， ， ； ， ， ，  

（21） 
式中： cw 为刚性承台的竖向位移。式（21）补充了

n m 个约束条件，由式（15）、式（18）、式（20）
和式（21）组成的方程组就可解得竖向荷载作用下

复合地基的沉降、每根桩的桩顶荷载以及筏板下土

单元的压力。在实际情况中，根据桩布置的对称性，

可以减少方程的数量，从而提高计算的效率。 

4  算例验证及参数分析 

4.1  算例验证 
利用上述各种相互作用系数，笔者编制了复合

地基弹性分析计算程序。为了验证本文对复合地基

解答的正确性，与李春灵[9]的 3 3 桩复合地基试验

结果进行了比较，复合地基的平面布置如图 2 所示。

该试验是在中国建筑科学研究院地基所模型实验 
室内的基坑中进行的。根据文献中的试验材料，   
本文计算参数相应分别取为：地基土弹性模量 sE   
10 MPa，泊松比 s  0.25；各桩的弹性模量 pE   

42 10 MPa，桩径 d  0.15 m，桩长 L  2.5 m，桩心

距 S  0.525 m；刚性承台 0B  0.2 m；垫层弹性模量

cE  40 MPa，垫层厚度 ch  0.1 m，垫层泊松比

c  0.25。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  33 桩复合地基的平面布置图 
Fig.2  Plan layout of 33 composite foundation 

 
在试验中，桩顶分别设置了压力盒和表面沉降

标进行数据的读取，图 3 给出本文计算的中心桩荷

载-沉降曲线与试验数据的比较结果。从图中可以 
看出：在桩顶荷载小于 25 kN 时，本文计算的桩顶

荷载-沉降曲线与李春灵荷载试验结果比较接近，随

着荷载的继续增大，本文计算结果与试验结果差值

增大，这是由于复合地基的荷载-沉降关系进入非线

性状态。 
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图 3  本文解答与李春灵试验研究的对比 
Fig.3  Comparison between the present solution and 

Li chunling’s research 
 

4.2  参数分析 
对于均匀土体中3 3 桩复合地基，如图 4 所 

示，计算参数为地基土泊松比 s  0.3， c s/E E   
10， ch  0.3 m， c  0.25；桩-土弹性模量比分别

为 p s/E E  300，1 000，桩的长径比为 /L d  30，
刚性承台 0 / 1B d  。复合地基沉降特性用复合地基

等效刚度 0 s c/( )P E w d 表示，各桩以及地基土的荷载 
分担特性用总荷载的百分比来表示。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

（a）复合地基立面布置图 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（b）复合地基平面布置图 

图 4  33 桩复合地基示意图 
Fig.4  Scheme of 33 composite foundation 

 
图 5 给出了桩-土荷载分担百分比以及复合地

基的竖向等效刚度随桩间距的变化曲线，从图中可

以得到如下一些结论。 
（1）由图 5（a）和图 5（b）可以看出，群桩中

各桩的荷载分担百分比都随着桩间距的增大而减小，

而地基土荷载分担百分比随着桩间距的增大而显  
著增大。对于不同的桩-土弹性模量比，图中角桩  
（桩 1）、边桩（桩 2）以及地基土的荷载分担百分比

随桩间距变化幅度有所不同，但变化趋势都相同；对 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a）各桩分担荷载百分比 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

（b）地基土分担荷载百分比 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

（c）复合地基等效刚度 

图 5  桩间距对复合地基荷载分布和沉降的影响 
Fig.5  Effect of pile spacing on load distribution and 

settlement of composite foundation 
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于中心桩（桩 3），当桩-土弹性模量比 p s/ 1 000E E 
时，随着桩间距的增大，中心桩的荷载分担百分比

有先增大后减小的趋势，当桩 -土弹性模量比

p s/ 300E E  时，中心桩的荷载分担百分比与其他

桩的变化规律一致。 
（2）由图 5（c）可以看出，复合地基的等效刚

度 0 s c/( )P E w d 随着桩间距的增大而显著增加，近似 
呈线性增长，即复合地基的沉降随桩间距的增加而

减小，这主要是由于随着桩间距的增大，地基土承

担的荷载明显增大的缘故。对于不同的桩-土弹性 
模量比，其变化规律基本相同。 

5  结  语 

本文中将 Muki 方法求解两根桩之间的相互作

用系数计算方法推广到桩与垫层下地基土单元以及

地基土单元与地基土单元之间的相互作用系数计算

上，并基于叠加原理建立了复合地基相互作用系数

计算方法。采用虚拟桩的方法来计算桩-桩以及桩-
土之间的相互作用，充分考虑了桩-土分离以后桩体

孔洞的存在。通过与试验结果的比较，验证了本文

计算方法的合理性。本文计算方法不需要对群桩整

体建立模型进行分析，因此，本文计算方法是一种

计算效率高的复合地基分析方法。 
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